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Problématique

Système de lois de conservation avec terme source

𝜕𝑡W + div(F(W)) = 𝛾 (W) (R (W) − W) = S(W) (1)

A : ensemble des états admissibles,

W ∈ A ⊂ R𝑁 : variables conservatives,
F : flux physique,
𝛾 > 0 : contrôle de la raideur du terme source,
R : fonction continue satisfaisant les conditions de compatibilité de Berthon,
LeFloch et Turpault [BLT13].

Sous les conditions de compatibilité, (1) dégénère vers une équation de diffusion
quand 𝛾𝑡 → ∞ :

𝜕𝑡𝑤 − div
(
𝑓 (𝑤) ∇𝑤

)
= 0. (2)

𝑤 ∈ R lié à W et 𝑓 (𝑤) > 0.
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Exemple #1

Modèle d’Euler isentropique avec friction{
𝜕𝑡𝜌 + div(𝜌u) = 0

𝜕𝑡𝜌u + div(𝜌u ⊗ u) + ∇𝑝 = −𝜅𝜌u
, avec 𝑝′ (𝜌) > 0

A = {(𝜌, 𝜌u)𝑇 ∈ R3/𝜌 > 0}

Formalisme de (1)

W = (𝜌 𝜌u)𝑇

R (W) = (𝜌 0)𝑇
F(W) =

(
𝜌u 𝜌u ⊗ u + 𝑝I

)𝑇
𝛾 (W) = 𝜅 > 0

Limite (𝜅𝑡 → ∞) [BLT13 ; HN03 ; HMP05 ; MM90]

𝜕𝑡𝜌 − div
(

1
𝜅
∇𝑝 (𝜌)

)
= 0
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Exemple #2

Modèle 𝑀1 pour le transfert radiatif [DF99]
𝜕𝑡𝐸𝑅 + div (F𝑅) = 𝑐𝜎𝑒𝑎𝑇 4 − 𝑐𝜎𝑎𝐸𝑅

𝜕𝑡F𝑅 + 𝑐2div (P𝑅 (𝐸𝑅 , F𝑅)) = −𝑐𝜎 𝑓 F𝑅
𝜌𝐶𝑣𝜕𝑡𝑇 = 𝑐𝜎𝑎𝐸𝑅 − 𝑐𝜎𝑒𝑎𝑇 4

𝜎 = 𝜎 (𝐸𝑅 , F𝑅 , 𝑇 ) > 0

A = {(𝐸𝑅 , F𝑅 , 𝑇 )𝑇 ∈ R4/𝐸𝑅 > 0, 𝑇 > 0, ‖F𝑅 ‖ < 𝑐𝐸𝑅 }

Formalisme de (1)

W = (𝐸𝑅 F𝑅 𝑇 )𝑇

R (W) = . . .
F(W) =

(
F𝑅 𝑐2P𝑅 0

)𝑇
𝛾 (W) = 𝑐𝜎𝑚 (W)

Limite (𝑐𝜎𝑚𝑡 → ∞) : équation de diffusion à l’équilibre [Pom73]

𝜕𝑡 (𝜌𝐶𝑣𝑇 + 𝑎𝑇 4) − div
( 𝑐

3𝜎𝑅
∇(𝑎𝑇 4)

)
= 0
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Exemple #3

Hydrodynamique radiative
𝜕𝑡𝜌 + div(𝜌u) = 0

𝜕𝑡𝜌u + div(𝜌u ⊗ u + P𝑅) + ∇𝑝 = 1
𝑐
𝜎 𝑓 F𝑅

𝜕𝑡𝐸 + div( (𝐸 + 𝑝)u) = 𝑐
(
𝜎𝑎𝐸𝑅 − 𝜎𝑒𝑎𝑇 4)

𝜕𝑡𝐸𝑅 + div(F𝑅) = 𝑐
(
𝜎𝑒𝑎𝑇 4 − 𝜎𝑎𝐸𝑅

)
𝜕𝑡F𝑅 + 𝑐2div(P𝑅) = −𝑐𝜎 𝑓 F𝑅

A = {U = (𝜌, 𝜌u, 𝐸, 𝐸𝑅 , F𝑅)𝑇 ∈ R7/𝜌 > 0, 𝑝 > 0, 𝐸𝑅 > 0, ‖F𝑅 ‖ < 𝑐𝐸𝑅 }

Formalisme de (1)

W = (𝜌 𝜌u 𝐸 𝐸𝑅 F𝑅)𝑇

R (W) = . . .
F(W) = . . .
𝛾 (W) = 𝑐𝜎𝑚 (W)
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 1D

𝜌0 (𝑥) = 1
10

(
exp(− (𝑥−1/2)2

0,005 ) + 1
)

; 𝑢0 = 0 ; 𝜅 = 3125 ; 𝑡 𝑓 = 3,2 ; Δ𝑥 = 10−2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

𝜌

P1DWWWWWWWW
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 2D

𝜌0 (𝑥, 𝑦) =
{

1 si ‖𝒙 − 1
2 ‖2 < 0,12

0,1 sinon
; u0 = 0 ; 𝜅 = 2000 ; 𝑡 𝑓 = 10 ; 9,4 × 103 cellules

𝑡 = 0

DLP HLL-DLP-AP HLL
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But d’un schéma AP (au sens de [Jin99 ; Kla99])

Lois de conservation (1) :
𝜕𝑡W + div(F(W)) = 𝛾 (W) (R (W) − W)

Équation de diffusion (2) :
𝜕𝑡𝑤 − div

(
𝑓 (𝑤) ∇𝑤

)
= 0

𝛾𝑡 → ∞

Schéma numérique

consistant :
Δ𝑡 , Δ𝑥 → 0

Schéma limite
𝛾𝑡 → ∞

consistant ?
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État de l’art (non exhaustif) de schémas AP

Maillage 1D
cinétique : Klar [Kla99], Lemou et Mieussens [LM08], Filbet et Jin [FJ10],
Dimarco et Pareschi [DP12], Lafitte et Samaey [LS12],
contrôle de la diffusion numérique :

équations du Télégraphe : Gosse et Toscani [GT02],
modèle 𝑀1 : Buet et al. [BC07 ; BD06], Berthon, Charrier et
Dubroca [BCD07], . . .
Euler avec gravité et friction : Chalons et al. [CCGRS10],

avec les idées de la reconstruction hydrostatique pour Euler avec friction :
Bouchut, Ounaissa et Perthame [BOP07],
IMEX-RK : Boscarino et al. [BLR14 ; BPR13],
différences finies : Aregba-Driollet, Briani et Natalini [ABN08 ; ABN16],
généralisation de [GT02] par Berthon et Turpault [BT11].
limitation de la diffusion numérique : Chalons et Turpault [CT19]
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État de l’art (non exhaustif) de schémas AP

Maillage 2D admissible (cartésien, triangulation de Delaunay, . . . )
reprise des techniques du 1D dans chaque direction

Maillage 2D non structuré
schéma avec flux aux nœuds : Buet, Després et Franck [BDF12a ; BDF12b ;
BDF15 ; BDFL16 ; Fra12],
avec le schéma diamant (Coudière, Vila et Villedieu [CVV99]) à la limite :
Berthon, Moebs, Sarazin-Desbois et Turpault [BMST16],
St-Venant avec friction : Duran, Marche, Turpault et Berthon [DMTB15].

avec le schéma de Droniou et Le Potier à la limite : Blachère et
Turpault [Bla16 ; BT16 ; BT17]
limitation de la diffusion numérique : Blachère, Chalons et
Turpault [BCT21]
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But du développement

On souhaite un schéma volumes finis explicite
pour tout maillage 2D non structuré,
pour tout système de lois de conservation du formalisme (1),

sous une condition CFL “hyperbolique” : max
𝐾,𝑖

(
𝑏𝐾,𝑖

Δ𝑡
Δ𝑥

)
≤ 1

2 ,

stabilité,
préservation de A,
préservation du comportement asymptotique.
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Techniques utilisées

HLL-DLP-AP [BT17]
1 choisir un “bon” schéma limite pour (2),
2 construire un schéma qui va dégénérer vers ce dernier :

avec une diffusion numérique correctement orientée,
comme une extension de flux à deux points,

3 utiliser des coefficients positifs pour obtenir les propriétés par convexité.

HLL-𝜃 [BCT21]
1 utiliser un schéma classique,
2 limiter sa diffusion numérique,
3 étudier son comportement à la limite.
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Notations

xK

xL1
xL2

xL3

xJ2

xL4

xL5
i1

i5

i4i3

i2

nK,i1

M : maillage constitué de cellules
polygonales 𝐾 ,

𝒙𝐾 : centre de la cellule 𝐾 ,
𝐿 : voisin de la cellule 𝐾 par
l’interface 𝑖,
E𝐾 : ensemble des interfaces ou
voisins de 𝐾 ,
|𝑒𝑖 | : longueur de l’interface 𝑖,
|𝐾 | : aire de la cellule 𝐾 ,

Δ𝑥𝐾 := |𝐾 |
𝑝𝐾

: pas d’espace,
n𝐾,𝑖 : normale à l’interface 𝑖
sortante de 𝐾 ,
𝑏𝐾𝐿 : plus grande vitesse d’onde
entre les états W𝐾 et W𝐿 .
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Extension à l’ordre élevé : MOOD [CDL11]

Reconstruction polynomiale

W𝑛+1
𝐾 = W𝑛

𝐾 − Δ𝑡

|𝐾 |
∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |F𝐾,𝑖 (W𝑛
𝐾 ,W

𝑛
𝐿) · n𝐾,𝑖

W𝑛+1
𝐾 = W𝑛

𝐾 − Δ𝑡

|𝐾 |
∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |
𝑅∑︁
𝑟=1

𝜉𝑟F𝐾,𝑖 (W̃𝑛
𝐾 (𝒙𝑟 ) , W̃𝑛

𝐿 (𝒙𝑟 )) · n𝐾,𝑖

Limitation a posteriori

Ordre 𝑑 W★ Valide ?
Oui

NonOrdre 𝑑 − 1

W𝑛 W𝑛+1
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Choix du schéma limite pour (2)

Schéma volumes finis explicite pour les équations de diffusion

𝜕𝑡𝑤−div( 𝑓 (𝑤) ∇𝑤) = 0 (2)

Choix : schéma développé par Droniou et Le Potier [DL11]
conservatif et consistant avec l’équation de diffusion sur tout maillage,
respecte le principe du maximum discret et préserve A,
non linéaire :

( 𝑓 (𝑤𝐾 ) ∇𝑖𝑤𝐾 ) · n𝐾,𝑖 '
∑︁

𝐽∈S𝐾,𝑖

𝜈𝐽𝐾,𝑖 (𝑤) (𝑤𝐽 − 𝑤𝐾 ) ,

S𝐾,𝑖 : l’ensemble des points utilisés pour la reconstruction sur l’interface 𝑖 de
la cellule 𝐾 ,
𝜈𝐽𝐾,𝑖 (𝑤) ≥ 0.
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S𝐾,𝑖 : l’ensemble des points utilisés pour la reconstruction sur l’interface 𝑖 de
la cellule 𝐾 ,
𝜈𝐽𝐾,𝑖 (𝑤) ≥ 0.
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Schéma pour le système hyperbolique (𝛾 = 0)

W𝑛+1
𝐾 = W𝑛

𝐾 − Δ𝑡

|𝐾 |
∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |F𝑖 (W𝐾 ,W𝐿 , . . . ) · n𝐾,𝑖 (3)

Théorème 1 (Blachère et Turpault [BT16])
On suppose que le flux F𝑖 est conservatif et que les propriétés suivantes sont
vérifiées :

(H1) Consistance : si W𝑛
𝐾

≡ W alors F𝑖 · n𝐾,𝑖 = F(W) · n𝐾,𝑖,

(H2) Reconstruction : ∃ 𝜈𝐽
𝐾,𝑖

≥ 0, F𝑖 · n𝐾,𝑖 =
∑

𝐽∈S𝐾,𝑖
𝜈𝐽
𝐾,𝑖

F𝐾𝐽 · 𝜼𝐾𝐽 ,

(H3) Formule de la divergence discrète :
∑
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |
∑

𝐽∈S𝐾,𝑖
𝜈𝐽
𝐾,𝑖

· 𝜼𝐾𝐽 = 0.

Alors, le schéma (3) est stable et préserve A sous la condition CFL suivante :

max
𝐾∈ℳ
𝐽∈E𝐾

(
𝑏𝐾𝐽

Δ𝑡

𝛿𝐾𝐽

)
≤ 1

2 . (4)
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Exemples de flux (avec Rusanov)

1 flux HLL :

F𝑖 (W𝐾 ,W𝐿) · n𝐾,𝑖 =
F(W𝐾 ) + F(W𝐿)

2 · n𝐾,𝑖 −
𝑏𝐾𝐿

2 (W𝐿 − W𝐾 )

= F𝐾𝐿 · n𝐾,𝑖

2 flux HLL-DLP :

F𝑖 (W) · n𝐾,𝑖 =
∑︁

𝐽∈S𝐾,𝑖

𝝂𝐽𝐾,𝑖 (W)F𝐾𝐽 · 𝜼𝐾𝐽

Mais . . .

1 flux HLL :
satisfait les hypothèses du théorème,
sa diffusion numérique est orientée selon 𝐾𝐿.

2 flux HLL-DLP :
ne respecte pas l’hypothèse (H3),
possède une diffusion numérique bien orientée.
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Procédure a posteriori pour préserver A

flux HLL-DLP W★ W★ ∈ A ? Oui

Non
flux HLL

W𝑛 W𝑛+1

Limitation a posteriori inspirée de MOOD [CDL11]

1 W★ est calculé avec le flux HLL-DLP et la condition CFL (4),
2 Critère d’admissibilité physique (Physical Admissiblility Detection) :

si W★ ∈ A alors les itérations continuent,
sinon, l’hypothèse (H3) est vérifiée en utilisant le flux HLL sur les cellules non
admissibles.
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Transport d’un double sinus

103 104 105 106
10−9

10−7

10−5

10−3

10−1

1

2

3

4
Nb. cellules

𝑒𝐿2

HLL-P0
HLL-DLP-P0
HLL-P1
HLL-DLP-P1
HLL-P2
HLL-DLP-P2
HLL-P3
HLL-DLP-P3
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Marche à Mach 3 [WC84]

HLL : 1,7 × 103 cellules

HLL-DLP : 1,7 × 106 cellules,
correction HLL < 1%

HLL-DLP : 1,7 × 103 cellules
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Problème de Riemann 2D à 4 chocs [KT02]
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Problème de Riemann 2D à 4 chocs [KT02]

HLL-DLP : 1,5 × 105 cellules,
correction HLL < 1% HLL : 1,5 × 105 cellules
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Problème de Riemann 2D à 4 chocs [KT02]

HLL-DLP : 1,5 × 105 cellules,
correction HLL < 1% HLL : 6,0 × 105 cellules
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Schéma pour le système complet (1)

W𝑛+1
𝐾 = W𝑛

𝐾 − Δ𝑡

|𝐾 |
∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |F𝐾,𝑖 · n𝐾,𝑖 (5)

Construction de F𝐾,𝑖 avec la technique de [BT11]

F𝐾,𝑖 · n𝐾,𝑖 =
∑︁

𝐽∈S𝐾,𝑖

𝜈𝐽𝐾,𝑖F𝐾𝐽 · 𝜼𝐾𝐽

𝛼𝐾𝐽 =
𝑏𝐾𝐽

𝑏𝐾𝐽 + 𝛾𝐾 𝛿𝐾𝐽
∈ [0; 1]

F𝐾𝐽 · 𝜼𝐾𝐽 = 𝛼𝐾𝐽F𝐾𝐽 · 𝜼𝐾𝐽 − (𝛼𝐾𝐽 − 𝛼𝐾𝐾 )F(W𝑛
𝐾 ) · 𝜼𝐾𝐽

− (1 − 𝛼𝐾𝐽 )𝑏𝐾𝐽 (R (W𝑛
𝐾 ) − W𝑛

𝐾 )

Théorème 2 (Blachère et Turpault [BT16])
Le schéma (5) est consistant avec le système de lois de conservation (1), sous des
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Schéma pour le système complet (1)

Le schéma avec terme source est-il AP ?

: généralement non : la diffusion numérique est bien orientée mais le
coefficient doit être ajusté.

Formulation équivalente
𝜕𝑡W + div(F(W)) = 𝛾 (W) (R (W) − W) , (1)

= 𝛾 (W) (R (W) − W) + (𝛾 − 𝛾)W,

𝜕𝑡W + div(F(W)) = (𝛾 (W) + 𝛾) (R (W) − W) , (6)

avec 𝛾 (W) + 𝛾 > 0 et R (W) := 𝛾R (W) + 𝛾W
𝛾 + 𝛾 .
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Schéma limite pour Euler isentropique avec friction

Limite du schéma HLL-DLP-AP

𝜌𝑛+1
𝐾 = 𝜌𝑛𝐾 + Δ𝑡

|𝐾 |
∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |
∑︁

𝐽∈S𝐾,𝑖

𝜈
𝐽,𝜌

𝐾,𝑖

𝑏2
𝐾𝐽

2(𝜅𝐾 + 𝜅𝐽
𝐾,𝑖

) 𝛿𝐾𝐽
(
𝜌𝑛𝐽 − 𝜌𝑛𝐾

)

Correction asymptotique 𝜅

𝜈𝐽
𝐾,𝑖
𝑏2
𝐾𝐽

2(𝜅𝐾 + 𝜅𝐽
𝐾,𝑖

) 𝛿𝐾𝐽
(𝜌𝑛𝐽 − 𝜌𝑛𝐾 ) =

𝜈𝐽𝐾,𝑖

𝜅
(𝑝𝑛𝐽 − 𝑝𝑛𝐾 )

Schéma DLP

𝜌𝑛+1
𝐾 = 𝜌𝑛𝐾 + Δ𝑡

|𝐾 |
∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |
∑︁

𝐽∈S𝐾,𝑖

𝜈𝐽𝐾,𝑖

𝜅𝐾
(𝑝𝑛𝐽 − 𝑝𝑛𝐾 )

−→ 𝜕𝑡𝜌 − div
(

1
𝜅
∇𝑝 (𝜌)

)
= 0
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Plan

1. Contexte général
� Problématique et exemples
� Références et objectifs
� Notations
� Extension à l’ordre élevé

2. Schéma HLL-DLP-AP
� Schéma limite
� Schéma sans terme source
� Résultats sans terme source
� Schéma avec terme source
� Résultats avec terme source

3. Schéma HLL-𝜃
� Schéma
� Schéma limite
� Résultats avec terme source

4. Conclusion et perspectives

F. Blachère (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Comparaison proche de la limite de diffusion

𝜌0 (𝑥, 𝑦) =
{
1 si ‖𝒙 − 1

2 ‖2 < 0,12

0,1 sinon
; u = 0 ; 𝜅 = 2000 ; 𝑡 𝑓 = 10 ; 9,4 × 103 cellules
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Comparaison proche de la limite de diffusion

HLL-DLP-AP DLP

HLL-DLP-NoAP HLL
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Vitesses de convergence [BHN07]

𝜌0 (𝑥, 𝑦) = exp
(
−(𝑥 − 50)2 − (𝑦 − 50)2

)
+ 1; u0 (𝑥, 𝑦) = 0.

[0; 100]2 ; 2.6 · 104 triangles ; Δ𝑥 = 9.05 · 10−2 ; 𝑡 𝑓 = 102 ; 𝜅 = 1.

101 10210−3

10−2

10−1

100

1/2

1

1 + 𝛾𝑡

‖𝜌 − 𝜌𝐸 ‖

101 102

10−4

10−2

1

3/2

1 + 𝛾𝑡

‖𝜌𝑢 ‖

P0 − 𝐿2

P0 − 𝐿∞
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Marche avec friction non linéaire : 𝜅(𝜌) = 10(𝜌/7)3

HLL-DLP-AP-P0 sur
4 × 104 cellules

HLL-DLP-AP-P0 sur
1 × 106 cellules

HLL-DLP-AP-P1 sur
4 × 104 cellules

HLL-DLP-AP-P3 sur
4 × 104 cellules

F. Blachère (UTT) 08/03/2022 (IRMA) 30/40



Marche avec friction non linéaire : 𝜅(𝜌) = 10(𝜌/7)3

HLL-DLP-AP-P0 sur
4 × 104 cellules

HLL-DLP-AP-P0 sur
1 × 106 cellules

HLL-DLP-AP-P1 sur
4 × 104 cellules

HLL-DLP-AP-P3 sur
4 × 104 cellules

F. Blachère (UTT) 08/03/2022 (IRMA) 30/40



Marche avec friction non linéaire : 𝜅(𝜌) = 10(𝜌/7)3

HLL-DLP-AP-P0 sur
4 × 104 cellules

HLL-DLP-AP-P0 sur
1 × 106 cellules

HLL-DLP-AP-P1 sur
4 × 104 cellules

HLL-DLP-AP-P3 sur
4 × 104 cellules

F. Blachère (UTT) 08/03/2022 (IRMA) 30/40



Plan

1. Contexte général
� Problématique et exemples
� Références et objectifs
� Notations
� Extension à l’ordre élevé

2. Schéma HLL-DLP-AP
� Schéma limite
� Schéma sans terme source
� Résultats sans terme source
� Schéma avec terme source
� Résultats avec terme source

3. Schéma HLL-𝜃
� Schéma
� Schéma limite
� Résultats avec terme source

4. Conclusion et perspectives

F. Blachère (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Plan

1. Contexte général
� Problématique et exemples
� Références et objectifs
� Notations
� Extension à l’ordre élevé

2. Schéma HLL-DLP-AP
� Schéma limite
� Schéma sans terme source
� Résultats sans terme source
� Schéma avec terme source
� Résultats avec terme source

3. Schéma HLL-𝜃
� Schéma
� Schéma limite
� Résultats avec terme source

4. Conclusion et perspectives

F. Blachère (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Schéma HLL-𝜃

Schéma HLL classique avec terme source centré

W𝑛+1
𝐾 = W𝑛

𝐾 − Δ𝑡

|𝐾 |
∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |F𝐾,𝑖 · n𝐾,𝑖 + Δ𝑡S𝑛𝐾

Flux

flux HLL :

F𝐾,𝑖 · n𝐾,𝑖 =
F(W𝐾 ) + F(W𝐿)

2 · n𝐾,𝑖 −
𝑏𝐾𝐿

2 (W𝐿 − W𝐾 )

flux HLL-𝜃 :

F𝐾,𝑖 · n𝐾,𝑖 =
F(W𝐾 ) + F(W𝐿)

2 · n𝐾,𝑖 −
𝑏𝐾𝐿

2 𝜃𝑖 (W𝐿 − W𝐾 )

avec :
𝜃𝑖 =

(
1

1+𝛾𝑖 𝑡 1 1
)
∈ [0; 1]
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F(W𝐾 ) + F(W𝐿)

2 · n𝐾,𝑖 −
𝑏𝐾𝐿

2 𝜃𝑖 (W𝐿 − W𝐾 )

avec :
𝜃𝑖 =

(
1

1+𝛾𝑖 𝑡 1 1
)
∈ [0; 1]
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Stabilité

Théorème 3 (Chalons et Turpault [CT19])
Dans le cas linéaire 1D (équations du Télégraphe) avec 𝛾 constant, le schéma
HLL-𝜃 est 𝐿2-stable sous la condition CFL suivante :

Δ𝑡 ≤ Δ𝑥

4𝑏 + 𝛾Δ𝑥

l’extension 2D se fait par combinaison convexe de schéma 1D,
on utilise la stabilité démontrée en linéaire pour le non linéaire. . .
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Schéma limite

Schéma limite

𝜌𝑛+1
𝐾 = 𝜌𝑛𝐾 + Δ𝑡

|𝐾 |
∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |
𝜅

[ 1
2 (∇ℎ 𝑝)𝐾 + 1

2 (∇ℎ 𝑝)𝐿
]
· n𝐾,𝑖 ,

avec :
(∇ℎ 𝑝)𝐾 =

1
|𝐾 |

∑︁
𝑖∈E𝐾

|𝑒𝑖 |
( 𝑝𝑛
𝐾

+ 𝑝𝑛
𝐿

2

)
n𝐾,𝑖 .

−→ 𝜕𝑡𝜌 − div
(

1
𝜅
∇𝑝 (𝜌)

)
= 0

schéma non commun avec un stencil élargi, en 1D :

𝜌𝑖+2 − 2𝜌𝑖 + 𝜌𝑖−2
Δ𝑥2 .
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Convergence en espace I

Solution manufacturée
𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp(−(𝑥 + 𝑦)) ,

(𝜌𝑢) (𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝜌𝑣) (𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp(−𝑡)
𝑘

,

𝑝 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝛾 ,

avec :
𝜅 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = −1

(𝜌𝑢)

[
𝜕𝑡 (𝜌𝑢) + 𝜕𝑥 𝑝 − 2 (𝜌𝑢)2𝜕𝑥 (𝜌)

𝜌2

]
.

𝑘 = 640 ⇒ 𝜅 ∈ [64; 2600]
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Convergence en espace II

103 104 10510−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

1

4

𝑁

𝑒𝐿2

HLL-𝜃-P0
HLL-𝜃-P3
HLL-DLP-AP
HLL-P0
HLL-P3
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Vitesse de convergence [BHN07]

𝜌0 (𝑥, 𝑦) = exp
(
−(𝑥 − 50)2 − (𝑦 − 50)2

)
+ 1; u0 (𝑥, 𝑦) = 0.

[0; 100]2 ; 6.6 · 103 triangles ; Δ𝑥 = 1.7 · 10−1 ; 𝑡 𝑓 = 103 ; 𝜅 = 102.

103 104 105

10−1

100

0.5

1 + 𝛾𝑡

‖𝜌 − 𝜌𝐸 ‖𝐿2

103 104 105

10−4

10−2

1

1 + 𝛾𝑡

‖𝜌𝑢 ‖𝐿2

HLL-𝜃-P0
HLL-P0
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Blast I

𝜅 (𝑈 ) = 5
( 𝜌
5

)3
;
{
𝜌0 = 5, u0 = 0 si(𝑥 − 0.5)2 + (𝑦 − 0.4)4 ≤ 0.32

𝜌0 = 1, u0 = 0 sinon

4 · 104 triangles ; Δ𝑥 = 8 · 10−4 ; 𝜌 ∈ [1; 3.5].

HLL-𝜃-P0, 1h,
𝑛 = 2.2 · 104,
Δ𝑡 = 4.5 · 10−5

HLL-DLP-AP-P0, 2h,
𝑛 = 5 · 103,
Δ𝑡 = 10−4

HLL-𝜃-P3, 10h HLL-DLP-AP-P3, 30h
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Blast II

Comparaison avec une solution de référence obtenue par symétrie

cylindrique [Tor09] sur la ligne (0.5, 0.4) − (0.5, 1.0) : 𝑆𝑔 (𝑈 ) = −1
𝑟

(
𝜌

𝜌𝑢

)
; 𝑡 𝑓 = 0.1

0 0.2 0.4 0.6

2

4

𝑟

𝜌

P0, 2.2 · 104 triangles, 1h

0 0.2 0.4 0.6

2

4

𝑟

𝜌

Référence
HLL-𝜃
HLL-DLP-AP

P3, 2.2 · 104 triangles, 10h
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HLL-DLP-AP vs HLL-𝜃

HLL-DLP-AP

choix du schéma limite
condition CFL de l’hyperbolique

HLL-𝜃

schéma limite non standard
condition CFL du linéaire et
plus restrictive

ordre élevé en hyperbolique
coefficients 𝜈 non linéaires
correction a posteriori

ordre élevé dans tous les régimes
coefficients 𝜃 (𝛾, 𝑡)
mise en place « simple »
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Conclusion et perspectives

Conclusion
théorie générale pour des systèmes hyperboliques avec un comportement
asymptotique,
schémas d’ordre élevé qui préservent l’ensemble des états admissibles A et la
limite de diffusion,
codes de calcul parallèles et multi-physique pour (1) et (2) en 1D et 2D.

Perspectives
étendre le schéma limite pour prendre en compte des systèmes de diffusion ou
des équations de diffusion plus complexes,
obtenir un schéma qui vérifie toutes les hypothèses du théorème afin de
s’affranchir de la correction avec le flux à deux points,
preuve de la condition CFL du schéma HLL-𝜃,
tester le schéma limite du HLL-𝜃.
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Extension à l’ordre élevé

Idée naturelle : MOOD Clain, Diot et Loubère [CDL11 ; Dio12]
reconstruction polynomiale W̃𝐾 (𝒙),
limitation a posteriori comme pour la correction avec le flux HLL.

Mais :

la reconstruction polynomiale doit être faire par interface pour la limite :
Clain, Machado, Nóbrega et Pereira [CMNP13],
les coefficients 𝛼 de Berthon et Turpault [BT11] limitent le schéma à
l’ordre un.

Nouvelle combinaison convexe :

W𝐾 (𝒙) = 𝛽𝐾 W̃𝐾 (𝒙) + (1 − 𝛽𝐾 )W𝐾

𝛽𝐾 =
Δ𝑙

Δ𝑙 + 𝛾𝐾 𝑡Δ𝑥𝐾
∈ [0; 1]
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Cascade de schémas

HLL-DLP-AP avec W(𝑥)

HLL-DLP-AP-P0 (W)

HLL-P0

Précision
Stabilité,
préservation
de A

Pas d’activation quand 𝛾𝑡 → ∞
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