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1. CONTEXTE GENERAL
B Problématique et exemples
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Problématique

TROYES

Systeme de lois de conservation avec terme source

oW +div(F(W)) =y(W)(R(W) - W) =S5(W) (1)

m A : ensemble des états admissibles,
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Problématique

Systeme de lois de conservation avec terme source

oW +div(F(W)) =y(W)(R(W) - W) =S5(W) (1)

m A : ensemble des états admissibles,

m W e A c RV : variables conservatives,

m F : flux physique,

m vy > 0 : controle de la raideur du terme source,

m R : fonction continue satisfaisant les conditions de compatibilité de BERTHON,
LEFLOCH et TurpAULT [BLT13].
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Problématique

Systeme de lois de conservation avec terme source

oW +div(F(W)) =y(W)(R(W) - W) =S5(W) (1)

m A : ensemble des états admissibles,

m W e A c RV : variables conservatives,

m F : flux physique,

m vy > 0 : controle de la raideur du terme source,

m R : fonction continue satisfaisant les conditions de compatibilité de BERTHON,
LEFLOCH et TurpAULT [BLT13].

y
Sous les conditions de compatibilité, (1) dégénére vers une équation de diffusion
quand yt — oo :
Srw —div(f (w)Vw) = 0. (2)
b
mweRIliéaWet f(w)>0. I
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Exemple #1

TROYES

Modele d’Euler isentropique avec friction

9¢p +div(pu) =0 ,
. ; avec p'(p) >0
drpu+div(pu ®u) + Vp = —kpu

A={(p.pw)" eR3/p >0}
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Exemple #1

TROYES

Modele d’Euler isentropique avec friction

{ 9¢p +div(pu) =0

, avec p’(p) >0
drpu+div(pu ®u) + Vp = —kpu P(p)

A={(p.pw)" eR3/p >0}

Formalisme de (1)

s W=(p pul m F(W)=(pu pu ®u+pI)T
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Exemple #1

TROYES

Modele d’Euler isentropique avec friction

dp +div(pu) =0 ,
. , avec p’(p) >0
drpu+div(pu ®u) + Vp = —kpu

A={(p.pw)" eR3/p >0}

Formalisme de (1)

s W=(p pul m F(W)=(pu pu ®u+pI)T
s RW)=(p 07T my(W)=«x>0 )

Limite (xkt — oo) [BLT13; HN03 ; HMPO05 ; MM90]

atp—div(lvmp)) =0
K
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Exemple #2

Modele M; pour le transfert radiatif [DF99]
8Er +div (FR) = co®aT* - co®Eg
0;Fg +c?div (Pr(Egr,FRr)) = —co/ Fr
pCyv&;T = co®Eg — co®aT?
o =0(ER,FRr,T) >0
A = {(Er,Fr,T)T €eR*/Er >0,T >0, |[Fr|| < cER}
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Exemple #2

TROYES

Modele M; pour le transfert radiatif [DF99]
8Er +div (FR) = co®aT* - co®Eg
0;Fg +c?div (Pr(Egr,FRr)) = —co/ Fr
pCyv&;T = co®Eg — co®aT?
o =0(ER,FRr,T) >0
A = {(Er,Fr,T)T €eR*/Er >0,T >0, |[Fr|| < cER}

Formalisme de (1)

s W=(Er Fr T)T s F(W)=(Fr c2Pg 0)"
n R(W)=... n y(W)=co™(W)

Limite (co™t — o) : équation de diffusion d ’équilibre [Pom73]

8, (pCyT +aT*%) — div (3%V(aT4)) -0
o
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Exemple #3

TROYES

Hydrodynamique radiative

Op+div(pu) = 0
oipu+divipu®u+PRr)+Vp = %o-fFR
OE+div(E+plu) = c(0c%Egr-o0aT?)
O Eg +div(FR) = c(o¢aT* - c%ER)
8, Fr +c2div(PR) = -cofFg

A={U=(p,pu,E,ER,Fr)" €R"/p>0,p>0,Eg >0, |[Fr| < cEr}

Formalisme de (1)

m W= (ppuE Eg Fr)T m F(W)=...
= R(W)=... m y(W) =co™(W)
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 1D

2
po(x) = 5 (exp (- C5568) +1) 5 uo = 03 k =3125; 17 = 3,25 Ax = 1072
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 1D

2
po(x) = &5 (exp(— Cel2)y 4 1) Jup=0; k=3125; 17 =3,2; Ax =102 J

0.18 PID

+ HLL-AP (Ax =1072)

—— HLL (Ax =1072?)
0.16 |
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 1D

2
po(x) = 1—10 (exp(—(x(iogzs) ) + 1) ;up=0; k=3125; 15 =3,2; Ax = 1072

0.18 PID
+ HLL-AP (Ax =1072)
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 1D
2
po(x) = &5 (exp(— a2y 4 1) Jup=0; k=3125; 17 =3,2; Ax =102
0.18 + Jf\ PID
. + HLL-AP (Ax =1072)
[ ) —— HLL (Ax =1072?)
0.16 | T 1 "
Fo HLL (Ax =1073)
HLL (Ax =107%)
p HoR
0.14 ! X
I
0.12 | 1 \
[ \
0.1 4
08/03/2022 (IRMA)
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 2D

1 ix-2)2<0,12
po(x,y) = { siflx -5l ;up =0; k=2000; £ = 10; 9,4 x 103 cellules

0,1 sinon
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 2D

1 ix-2)2<0,12
po(x,y) = { siflx -5l ;up =0; k=2000; £ = 10; 9,4 x 103 cellules

0,1 sinon

O
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Utilité d’un schéma AP

Euler avec friction 2D

1 siflx-3 ||2<012

) uo =0; k =2000; 7 =10; 9,4 x 10 cellules
0,1 sinon

PO(X,)’) :{

Slojols

HLL-DLP-AP
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But d’un schéma AP (au sens de [Jin99; Kla99])

TROYES

Lois de conservation (1) :
;W +div(F(W)) = y(W)(R(W) - W)
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But d’un schéma AP (au sens de [Jin99; Kla99])
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But d’un schéma AP (au sens de [Jin99; Kla99])

Lois de conservation (1) : W =ee Equation de diffusion (2) :
AW + div(E(W)) = (W) (R(W) — W) » Fhrw —div(f (w)Vw) =0
a
|
|
consistant : I i
At Ax — 0 : consistant ?
|
|
|
Schéma numérique ) Schéma limite

Yyt —
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1. CONTEXTE GENERAL

B Références et objectifs
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Etat de l’art (non exhaustif) de schémas AP

Maillage 1D

m cinétique : KLAR [Kla99], LEMOU et MIEUSSENS [LMO08], FILBET et JIN [FJ10],
DIMARCO et PARESCHI [DP12], LAFITTE et SAMAEY [LS12],
m controle de la diffusion numérique :
m équations du Télégraphe : GOsSE et Toscant [GT02],
= modele My : BUET et al. [BC0O7; BDO06], BERTHON, CHARRIER et
DuBroca [BCDO7], ...
m Euler avec gravité et friction : CHALONS et al. [CCGRS10],
m avec les idées de la reconstruction hydrostatique pour Euler avec friction :
BoUCHUT, OUNAISSA et PERTHAME [BOPO07],

IMEX-RK : BOSCARINO et al. [BLR14; BPR13],
différences finies : AREGBA-DRIOLLET, BRIANI et NATALINI [ABNO8; ABN16],

généralisation de [GT02] par BERTHON et TURPAULT [BT11].

limitation de la diffusion numérique : CHALONS et TURPAULT [CT19]

4
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Etat de l’art (non exhaustif) de schémas AP

Maillage 2D admissible (cartésien, triangulation de Delaunay, ...) J

m reprise des techniques du 1D dans chaque direction
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Etat de l’art (non exhaustif) de schémas AP

Maillage 2D admissible (cartésien, triangulation de Delaunay, ...)

m reprise des techniques du 1D dans chaque direction

Maillage 2D non structuré

m schéma avec flux aux noeuds : BUET, DESPRES et FRANCK [BDF12a; BDF12b;
BDF15; BDFL16; Fral2],

m avec le schéma diamant (COUDIERE, VILA et VILLEDIEU [CVV99]) & la limite :
BERTHON, MOEBS, SARAZIN-DESBOIS et TURPAULT [BMST16],

m St-Venant avec friction : DURAN, MARCHE, TURPAULT et BERTHON [DMTB15].
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Etat de l’art (non exhaustif) de schémas AP

Maillage 2D admissible (cartésien, triangulation de Delaunay, ...)

m reprise des techniques du 1D dans chaque direction

Maillage 2D non structuré
m schéma avec flux aux noeuds : BUET, DESPRES et FRANCK [BDF12a; BDF12b;
BDF15; BDFL16 ; Fral2],

m avec le schéma diamant (COUDIERE, VILA et VILLEDIEU [CVV99]) & la limite :
BERTHON, MOEBS, SARAZIN-DESBOIS et TURPAULT [BMST16],

m St-Venant avec friction : DURAN, MARCHE, TURPAULT et BERTHON [DMTB15].

m avec le schéma de DRONIOU et LE POTIER & la limite : BLACHERE et
TurPAULT [Blal6; BT16; BT17]

m limitation de la diffusion numérique : BLACHERE, CHALONS et
TurpAULT [BCT21]

4

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



But du développement

On souhaite un schéma volumes finis explicite
m pour tout maillage 2D non structuré,
m pour tout systéme de lois de conservation du formalisme (1),
m sous une condition CFL “hyperbolique” : nll(alx (bK,iﬁ—;) < %,

m stabilité,
m préservation de A,
m préservation du comportement asymptotique.
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Techniques utili

HLL-DLP-AP [BT17]

choisir un “bon” schéma limite pour (2),
construire un schéma qui va dégénérer vers ce dernier :

m avec une diffusion numérique correctement orientée,
m comme une extension de flux & deux points,

utiliser des coefficients positifs pour obtenir les propriétés par convexité.

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)




Techniques utilisées

HLL-DLP-AP [BT17]

choisir un “bon” schéma limite pour (2),
construire un schéma qui va dégénérer vers ce dernier :

m avec une diffusion numérique correctement orientée,
m comme une extension de flux & deux points,

utiliser des coefficients positifs pour obtenir les propriétés par convexité. )

HLL-6 [BCT21]
utiliser un schéma classique,

limiter sa diffusion numérique,

étudier son comportement a la limite. )
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Notations

TROYES

m M : maillage constitué de cellules
polygonales K,

m xg : centre de la cellule K,

m L : voisin de la cellule K par
I'interface i,

m Ek : ensemble des interfaces ou
voisins de K,

m |e;| : longueur de interface i,

m |K| : aire de la cellule K,

._ 1Kl . >

m Axg = pr | pas d’espace,

m ng ; : normale & Uinterface i
sortante de K,

m bk : plus grande vitesse d’onde
entre les états Wi et Wp.
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1. CONTEXTE GENERAL

B Extension a ordre élevé
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Extension a l'ordre élevé : MOOD [CDL11]

Reconstruction polynomiale

At

Wn+1 - W™ —
K K |K|

Z lei|Fk.i(Wk,W}) -ng ;
ieSk
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Extension a l'ordre élevé : MOOD [CDL11]

Reconstruction polynomiale

Wl =Wg - | | L3 Jeil Fri (Wi W) -nci
ieSk
At —
W%+1 :W% |K| Z‘S: |el|Z & Fk, l(W (xr),WZ(xr)) ‘DK
icEg =
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Extension a I'ordre élevé : MOOD [CDL11]

TROYES

Reconstruction polynomiale

At
Wi = Wi - == " leilFx,i (Wi, W}) -nk i
|K| ieSk
Wit =W - — > |el|Z & F ki (Wi (xr), Wi (x,)) B i
lKl ieSk r=
4
Limitation a posteriori
wn n+1
—— P Ordre d WwW* < Valide ? ou”
1
Ordre d — 1 Q—‘ Non
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2. ScuiMA HLL-DLP-AP
B Schéma limite
B Schéma sans terme source
B Résultats sans terme source
B Schéma avec terme source
B Résultats avec terme source
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2. ScuEMA HLL-DLP-AP
B Schéma limite
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Choix du schéma limite pour (2)

Schéma volumes finis explicite pour les équations de diffusion
Iw—div(f (w)Vw) =0 (2)J
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Choix du schéma limite pour (2)

Schéma volumes finis explicite pour les équations de diffusion

Iw—div(f (w)Vw) =0 (2)

Choix : schéma développé par DRONIOU et LE POTIER [DL11]

m conservatif et consistant avec ’équation de diffusion sur tout maillage,

m respecte le principe du maximum discret et préserve A,
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Choix du schéma limite pour (2)

Schéma volumes finis explicite pour les équations de diffusion

Iw—div(f (w)Vw) =0 (2)

Choix : schéma développé par DRONIOU et LE POTIER [DL11]

m conservatif et consistant avec ’équation de diffusion sur tout maillage,
m respecte le principe du maximum discret et préserve A,

m non linéaire :

(f (Wg)Viwg) -ng ; = Z Vf@,-(w)(wj - WK),
JeSk i

m Sk, : 'ensemble des points utilisés pour la reconstruction sur linterface i de

la cellule K,

" Vi, (w) 20
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Présentation du schéma de [DL11]
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Présentation du schéma de [DL11]
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Présentation du schéma de [DL11]

Deux reconstructions

WMy ; — WK
KMk il
WMy ;= WL
LML ;|

Viwg -ng ; =

Viwp -np; =
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Présentation du schéma de [DL11]

Deux reconstructions

WMy ; — WK
KMk il
WMy ;= WL
LML ;|
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Présentation du schéma de [DL11]

Deux reconstructions

WMk ; = WK

Viwg -ng ; = K M|
N
WMy ; — WL
ol

Combinaison convexe : g ;+6r;=1,0g; >0,60r; =0

Viwk -ng ;= 60k ;i (W)Viwg -ng i + 6L ;(w)Viwp -ng ;

Z Vf(’i(w)(WJ - Wk), avec Vé’i(w) > 0.
JeSk i
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2. ScuEMA HLL-DLP-AP

B Schéma sans terme source
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Schéma pour le systeme hyperbolique (y =

Wi = Wi ‘ﬁ D leilFi (Wi, Wi, ...) -mk g (3)
ieEg
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At
W = Wi - g D el Fi(Wie Wi onc (3)

ieEg

Théoréme 1 (BLACHERE et TURPAULT [BT16])

On suppose que le flux F; est conservatif et que les propriétés suivantes sont
vérifiées :

(H1) Consistance : si Wi =W alors F; -nk ; =F(W) -ng ;,

(H2) Reconstruction : 3 V{(,i >0, i -ng ;= ; g VIJ{J.TKJ ‘NKJ>
€OK i

(H3) Formule de la divergence discréte : ¥ le;| X VIJ<,1. Ny =0.
i€k JESK i

Alors, le schéma (3) est stable et préserve A sous la condition CFL suivante :

At 1
bgkg—| < =. 4
Il?eaj;( KJ(SKJ) 2 ()

JeEk I

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)




Exemples de flux (avec Rusanov)

flux HLL :

F(Wg)+F(W b
w ‘ng ;- %(WL—WK)

=FKL ‘DK,

Fi(Wk,Wr) -ng; =
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Exemples de flux (avec Rusanov)

flux HLL :

F(Wg)+F(W b
w ‘ng ;- %(WL—WK)

=FKL ‘DK,

Fi(Wk,Wr) -ng; =

flux HLL-DLP :

Fi(W) ngi= Y v (WFks ngy
JESK i
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Exemples de flux (avec Rusanov)

flux HLL :
F(Wg)+F(W b
Ti(WK,WL)’nK,i:me,i—%(WL—WK)
=FKL ‘DK,

flux HLL-DLP :

Fi(W) ngi= Y vk, (WFks 1k,
JESK i

Mais ...
flux HLL :

m satisfait les hypotheéses du théoréeme,
m sa diffusion numérique est orientée selon K L.
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Exemples de flux (avec Rusanov)

flux HLL :
F(Wg)+F(W b
Ti(WK,WL)’nK,i:me,i—%(WL—WK)

=FKL ‘DK,
flux HLL-DLP :

Fi(W) ngi= Y vk, (WFks 1k,
JESK i

Mais ...
flux HLL :

m satisfait les hypotheéses du théoréeme,
m sa diffusion numérique est orientée selon K L.
flux HLL-DLP :

m ne respecte pas I’hypothese (H3),
m possede une diffusion numérique bien orientée.

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Procedure a posteriori pour préserver A

TROYES

wn . Wn+1
—— ¥ flux HLL-DLP % -

flux HLL
Non
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Procedure a posteriori pour préserver A
TROYES

wn Wn+1
—— flux HLL-DLP 4>@—> >

flux HLL
Non

Limitation a posteriori inspirée de MOOD [CDL11]
W* est calculé avec le flux HLL-DLP et la condition CFL (4),

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



ks

Procedure a posteriori pour préserver A

wn Wn+1
—— flux HLL-DLP 4>@—> >

flux HLL
Non

Limitation a posteriori inspirée de MOOD [CDL11]

W* est calculé avec le flux HLL-DLP et la condition CFL (4),
Critére d’admissibilité physique (Physical Admissiblility Detection) :
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ks

Procedure a posteriori pour préserver A

wn Wn+1
—— flux HLL-DLP 4>@—> >

flux HLL
Non

Limitation a posteriori inspirée de MOOD [CDL11]

W* est calculé avec le flux HLL-DLP et la condition CFL (4),

Critére d’admissibilité physique (Physical Admissiblility Detection) :
m si W* € A alors les itérations continuent,
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Procedure a posteriori pour préserver A

wn Wn+1
—— flux HLL-DLP 4>@—> >

flux HLL
Non

Limitation a posteriori inspirée de MOOD [CDL11]

W* est calculé avec le flux HLL-DLP et la condition CFL (4),

Critére d’admissibilité physique (Physical Admissiblility Detection) :
m si W* € A alors les itérations continuent,

m sinon, ’hypothése (H3) est vérifiée en utilisant le flux HLL sur les cellules non
admissibles.

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



2. ScuEMA HLL-DLP-AP

B Résultats sans terme source

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Transport d’'un double sinus

eLQ
T T T TTTTTT T T T T T T TTTTTT

- +- HLL-Py

ol M | | —e— HLL-DLP-P,
- +- HLL-P;
—6— HLL-DLP-Pq

1073 | |- +- HLL-P,
—e— HLL-DLP-Py
-~ 4- HLL-P;

1075 -
—6— HLL-DLP-P3

1077 -

10_97\\\\\\1 Ll Lol R

Nb. cellules
103 10 105 106
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Transport d’'un double sinus

eLQ
UL L LA LA R AL B R 1L B B A LAl O L1 I AR

- +- HLL-Py

101 | | | —e— HLL-DLP-P,
- +- HLL-P;
—6— HLL-DLP-P;

1073 |- 4| - +- HLL-Py
—6— HLL-DLP-P,
- +- HLL-Pg

107 |- 7 | —e— HLL-DLP-P3

1077 |- g

107 i T 00 T il 0l 3 DG il Sl Temps CPU (s)

6

100 101 102 102 10* 105 10
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Marche a Mach 3 [V

HLL-DLP : 1,7 x 10 cellules,
correction HLL < 1% J

F. Blachére (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



E utt Marche & Mach 3 [WC84]

HLL : 1,7 x 103 cellules J

HLL-DLP : 1,7 x 106 cellules,
correction HLL < 1% l

HLL-DLP : 1,7 x 103 cellules J

F. Blachere (UTT 0 3/ y. 21/40



Probleme de Riemann 2D & 4 chocs [KT02]

TROYES

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



"' Utt Probleme de Riemann 2D & 4 chocs [KT02]

HLL-DLP : 1,5 x 10® cellules, ) 5
correction HLL < 1% l HLL : 1,5 x 10° cellules I

F. Blachere (UTT 0 3/ y. 23/40




"' Utt Probleme de Riemann 2D & 4 chocs [KT02]

HLL-DLP : 1,5 x 10® cellules, ) 5
correction HLL < 1% l HLL : 6,0 x 10° cellules I

F. Blachere (UTT 0 3/ y. 23/40




2. ScuEMA HLL-DLP-AP

B Schéma avec terme source

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Schéma pour le systeme complet (1)

TROYES
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Schéma pour le systeme complet (1)

Construction de Fx ; avec la technique de [BT11]

=
FK.i DK,i= Z Vi i TKJ ‘NKJ
JeSKk i
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Schéma pour le systéme complet (1)

Construction de Fx ; avec la technique de [BT11]

_ _ b
J KJ

FK.i NK,i= g Vi i FKI MKy aKj = ———

’ bk + VK OKJ

JeSKk i

€ [0;1]
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Schéma pour le systeme complet (1)

Construction de Fx ; avec la technique de [BT11]

_ _ b
J KJ

FK.i NK,i= g Vi i FKI MKy aKj = ———

’ bk + VK OKJ

JeSKk i

€ [0;1]

Frr gy = axsFrs Mgy — (exs — axg)FWE) gy
- (1-aks)brs(R(Wg) - Wk)

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Scll‘éma pour le systéme complet (1)

At =
W = Wi - g D leil T (5)
ieSg
v
Construction de Fx ; avec la technique de [BT11]
— — b
4 KJ
o ;= . . =——— 0;1
T Je; 'VKJTKJ £ K bk + YK OKJ € [0:1]
K ,i
Frr gy = axsFrs Mgy — (exs — axg)FWE) gy
- (1= ags)bks (R(Wk) - W) )

Théoréme 2 (BLACHERE et TURPAULT [BT16])

Le schéma (5) est consistant avec le systéme de lois de conservation (1), sous des

conditions techniques sur v. De plus, il préserve l’ensemble des états admissibles
A sous la condition CFL :
At
max (bK_] )

Kedl OKJ
JeEk

IA

5 o)

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Schéma pour le systeme complet (1)

m Le schéma avec terme source est-il AP ?
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Schéma pour le systeme complet (1)

m Le schéma avec terme source est-il AP ?
> généralement non : la diffusion numérique est bien orientée mais le
coefficient doit étre ajusté.
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Schéma pour le systeme complet (1)

TROYES

m Le schéma avec terme source est-il AP ?
- généralement non : la diffusion numérique est bien orientée mais le

coefficient doit étre ajusté. )

Formulation équivalente

W +div(F(W)) = y(W) (R(W) - W), (1)
=y (W) (R(W) - W) + (¥ -7)W,
KW +div(F(W)) = (y(W) +7) (R(W) - W), (6)
_ yR(W) +yW

avec y(W) +7 > 0 et R(W) :=

5 .
Y+y )

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)
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Utt Schéma limite.pour Euler isentropique avec friction

Limite du schéma HLL-DLP-AP

b2

1 U KJ
PK =Pk *+ T |K| D leil Y VK,‘;W(/# - PK)
i€k JESk. KK + Kk ;)OKJ

Schéma DLP

=1

PR e+ Dl ),

1155774 JeSk i

- Px)

— ;p —div (%Vp(p)) =0

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Utt Schéma limite poiﬁr FEuler isentropique avec friction

Limite du schéma HLL-DLP-AP

b2

1 U KJ
PK =Pk *+ T |K| D leil Y VK§2(_—15(P3 - PK)
i€k JESk. KK + K ;) 0K

Correction asymptotique

V‘, bK, 7J
—(pJ PE) = 7([,/ - Pg)
2(kKk + KK’i)éK

Schéma DLP

=J
YKi  n_ . n
o (pj - pK)

PR = e+ Dl ),

1155974 JeSk i

— ;p —div (%Vp(p)) =0

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



2. ScuEMA HLL-DLP-AP

B Résultats avec terme source

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Comparaison proche de la limite de diffusion

1 osifx-24)2<01?

po(x,y) = {0 | wioom ;u=0; k=2000; ty =10; 9,4x 103 cellules J

F. Blachére (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



"' Utt Compazraison proche de la limite de diffusion

HLL-DLP-AP

HLL-DLP-NoAP

F. Blachere (UTT



Vitesses de convergence [BHNO7]

po(x.y) = exp (~(x = 50)? - (y = 50)%) + Lo (x, y) = 0

[0;100]%; 2.6 - 10 triangles; Ax =9.05-1072; 1 = 10%; k =1

Hp eell lloull
10 ET - rrrrm T g T T T T TTTT]
e z -e- Py - L2
. . e
,.\ 8 ‘. -@- Pp- L%
1070 e, E
F e I/Qk:

1072 -
10 3/2
-4 | k
10—3 L Lol Lol 10 Lol Lol

10! 102
14yt 1+7t .

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)
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Marche avee friction non linéaire : k(p) = 10(p/7)>

HLL-DLP-AP-Py sur "
1x 108 cellules J

F. Blachére (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Marche avee friction non linéaire : k(p) = 10(p/7)>

4% 10 cellules

HLL-DLP-AP-Pg sur J

HLL-DLP-AP-P, sur "
1x 108 cellules J
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Marche avee friction non linéaire : k(p) = 10(p/7)>

HLL-DLP-AP-Pg sur
4% 10 cellules

HLL-DLP-AP-Pg sur
1x 109 cellules

HLL-DLP-AP-P; sur
4 % 10* cellules

4% 10* cellules

N .

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)

HLL-DLP-AP-P3 sur J




3. ScuEMA HLL-0
B Schéma
B Schéma limite
B Résultats avec terme source

F. Blachere (UTT)

08/03/2022 (IRMA)



3. Scuima HLL-6
B Schéma

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Schéma HLIL-0

Schéma HLL classique avec terme source centré

At

Wn+1 - W~
K K |K|

Z le: |7:K,i -ng ; + AtS%
ieSk

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Schéma HLIL-0

Schéma HLL classique avec terme source centré

W'I?l Wn _m Z |el|7:K1 nKl+AtS
ieSk
y
Flux
m flux HLL :
F(Wk) +F(W b
FKk,i NK,i= w ‘D — %(WL -Wg)

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Schéma HLIL-0

Schéma HLL classique avec terme source centré

Wi = wn _ﬁ Z lei |Fxk i -nk i +ArSE
ieSk
.
Flux
m flux HLL :
F(Wk) +F(W b
FKk,i NK,i= w ‘D — %(WL -Wg)
m flux HLL-0 :
F(Wg)+F(W b
G vy w s~ 5L g (Wp - W)
avec : 1
a[=(rw 1 1) € [0;1]

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Stabilité

Théoreme 3 (CHALONS et TURPAULT [CT19])

Dans le cas linéaire 1D (équations du Télégraphe) avec y constant, le schéma
HLL-6 est L2-stable sous la condition CFL suivante :

Ax

At £ ———
4b + yAx

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Stabilité

Théoreme 3 (CHALONS et TURPAULT [CT19])

Dans le cas linéaire 1D (équations du Télégraphe) avec y constant, le schéma
HLL-6 est L2-stable sous la condition CFL suivante :

Ax

At £ ———
4b + yAx

m 'extension 2D se fait par combinaison convexe de schéma 1D,

m on utilise la stabilité démontrée en linéaire pour le non linéaire. . .

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



3. Scuima HLL-6

B Schéma limite
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Schéma limite

Schéma limite

leil
Pt =pf + |K| Z : [2(VhP)K+_(VhP)L] ngK i,

avec :

1 Pk *+Pr.
(Vrp)k = q Z |ei|(T)nK,i~
ieEg

— Op — div (%Vp(p)) =0

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Schéma limite

Schéma limite
n+1l |ez| 1
PK =Pk |K| Z [Q(VhP)K"' (VhP)L] ngK i,
avec

1 Pk *+Pr.
(Vrp)k = q Z |ei|(T)nK,i~
ieEg

— 6,p—div(%Vp(p)) =0

4
m schéma non commun avec un stencil élargi, en 1D :
Pi+2 = 2pi +pi-2
2
Ax )

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



3. Scuima HLL-6

B Résultats avec terme source
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Convergence en espace |

Solution manufacturée

p(x,y,1) =exp(=(x+y)),

exp(—t)

(o) (x,y,1) = (pv)(x,y,t) = B

p(x,y,1) =p(x,y,1)7,

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Convergence en espace |

Solution manufacturée

p(x,y,1) =exp(=(x+y)),

(pu) (x,y.1) = (V) (x,3,1) = ZRED,
p(x’ Yy, t) :P(Xa)’» t)’y,

avec :

2
Kk(x,y,t) = = (Pu)p+(m

(p_u) O (pu) +Oxp — 2

k =640 = « € [64;2600]

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



TROYES

Convergence en espace 11

eLQ
1072

1074
1076
1078
10—10

10—12

F. Blachere (UTT)

i

@ HLL-6-F0

- HLL-0-P3
—A— HLL-DLP-AP

1 L

ﬁtﬁ .
BAR [T
103 10% 10°
N

08/03/2022 (IRMA)




Vitesse de convergence [BHNO7]

Po(x.3) = exp (~(x = 50) = (3 = 50)2) + Lo (x. y) = 0.

[0;100]2; 6.6 - 103 triangles; Ax = 1.7 - 1071 ; ty = 103 ; k = 102.

llo - pEllL2 llowllp2
10l T 10-2

0.5 &

1074 ]

1071
—e— HLL-6-P0O
—=— HLL-PO

Il il Ll I
103 104 105 108 104
1+yt 1+yt
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TROYES

p\3 [po=5, wp=0 si(x-0.52+(y-0.4)*<0.32
«(U) = 5(—) ; :
5 po=1, up=0 sinon

4 -10* triangles; Ax =8 -107%; p € [1;3.5].

HLL-6-PO, 1h, HLL-DLP-AP-PO, 2h, HLL-6-P3, 10h HLL-DLP-AP-P3, 30h
n=22-104, n=>5-103,
At =4.5-107° Ar=10"%

F. Blachére (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Blast 11

Comparaison avec une solution de référence obtenue par symétrie

cylindrique [Tor09] sur la ligne (0.5,0.4) — (0.5,1.0) : Sg(U) = =% (p ) 3t =0.1

r \pu
p p
I T T
Y —— Référence
o HLL-6
4 1 4 A HLL-DLP-AP H
2| 1 2| .
L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4
r r
PO, 2.2 - 10 triangles, 1h P3, 2.2 104 triangles, 10h
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Blast 11

Comparaison avec une solution de référence obtenue par symétrie

cylindrique [Tor09] sur la ligne (0.5,0.4) — (0.5,1.0) : Sg(U) = =% (p ) 3t =0.1

r \pu
p p
I T T
Y —— Référence
o HLL-6
4 1 4 A HLL-DLP-AP H
2| 1 2| .
L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4
r r
PO, 2.7 - 106 triangles, 70h P3, 2.2 104 triangles, 10h

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



4. CONCLUSION ET PERSPECTIVES
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HLL-DLP-AP vs HLL-6

HLL-DLP-AP [ HLL-6 [
m choix du schéma limite m schéma limite non standard
m condition CFL de l’hyperboliquej m condition CFL du linéaire et
plus restrictive )
m ordre élevé en hyperbolique m ordre élevé dans tous les régimes
m coefficients v non linéaires m coefficients 0(y,t)
m correction a posteriori y m mise en place « simple » )

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Conclusion et pers

Conclusion

m théorie générale pour des systémes hyperboliques avec un comportement
asymptotique,

m schémas d’ordre élevé qui préservent ’ensemble des états admissibles A et la
limite de diffusion,

m codes de calcul paralléles et multi-physique pour (1) et (2) en 1D et 2D.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

m théorie générale pour des systémes hyperboliques avec un comportement
asymptotique,

m schémas d’ordre élevé qui préservent I’ensemble des états admissibles A et la
limite de diffusion,

m codes de calcul paralléles et multi-physique pour (1) et (2) en 1D et 2D.

Perspectives
m étendre le schéma limite pour prendre en compte des systemes de diffusion ou
des équations de diffusion plus complexes,

m obtenir un schéma qui vérifie toutes les hypotheses du théoréme afin de
s’affranchir de la correction avec le flux a deux points,

m preuve de la condition CFL du schéma HLL-6,
m tester le schéma limite du HLL-6.

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)
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Extension a 'ordre élevé

TROYES

Idée naturelle : MOOD CLAIN, DIOT et LOUBERE [CDL11 ; Diol2]

m reconstruction polynomiale WK (x),

m limitation a posteriori comme pour la correction avec le flux HLL.
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Extension a 'ordre élevé

Idée naturelle : MOOD CLAIN, DIOT et LOUBERE [CDL11 ; Diol2]

m reconstruction polynomiale WK (x),
m limitation a posteriori comme pour la correction avec le flux HLL. )
Mais :
m la reconstruction polynomiale doit étre faire par interface pour la limite :
CLAIN, MACHADO, NOBREGA et PEREIRA [CMNP13],
y
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Extension a 'ordre élevé

Idée naturelle : MOOD CLAIN, DIOT et LOUBERE [CDL11 ; Diol2]

m reconstruction polynomiale WK (x),

m limitation a posteriori comme pour la correction avec le flux HLL.

Mais :
m la reconstruction polynomiale doit étre faire par interface pour la limite :
CLAIN, MACHADO, NOBREGA et PEREIRA [CMNP13],

m les coefficients @ de BERTHON et TURPAULT [BT11] limitent le schéma &
P’ordre un.
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Extension a 'ordre élevé

Idée naturelle : MOOD CLAIN, DIOT et LOUBERE [CDL11 ; Diol2]

m reconstruction polynomiale WK (x),

m limitation a posteriori comme pour la correction avec le flux HLL.

Mais :
m la reconstruction polynomiale doit étre faire par interface pour la limite :
CLAIN, MACHADO, NOBREGA et PEREIRA [CMNP13],

m les coefficients @ de BERTHON et TURPAULT [BT11] limitent le schéma &
I’ordre un.

Nouvelle combinaison convexe :
Wk (x) = Sk Wi (x) + (1 - B)Wk

A
= < [051]
A; + yrktAxk

Pk

F. Blachere (UTT) 08/03/2022 (IRMA)



Cascade de schémas

\ HLL-DLP-AP avec W (x) \

"

\ HLL-DLP-AP-Py (W) \

"

| HLL-P, |




Cascade de schémas

TROYES

\ HLL-DLP-AP avec W (x) \

i Stabilité,

Précision ‘ HLL-DLP-AP-Py (W) préservation
i de A
| HLL-P, |




Cascade de schémas

TROYES

\ HLL-DLP-AP avec W (x) \

i Stabilité,

Précision HLL-DLP- AP Po ( préservation

de A

Pas d’activation quand yt — oo

F. Blachére (UTT) 08/03/2022 (IRMA)
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